Hans Lohninger

Korrelation

simple lineare Regression
kurvilineare Regression
BestimmtheitsmaR und Konfidenzintervall

Regression

Zusammenhang:

qualitativ
(“hdngt ab von...”)

quantitativ
(MaRzahl fur den Zusammenhang)

Modellierung
(mathemat. Funktion y = f(x))

Zusammenhange zw. Variablen

Betrachtet man mehr als eine Variable, so besteht immer auch die Frage nach
den Abhdngigkeiten und Zusammenhangen zwischen diesen Variablen.

Einfachster Ausdruck von Zusammenhangen: Streuplots
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Korrelation 1

Problem der Kovarianz: keine Invarianz gegen Skalierung

Losung: Standardabweichung als MaR verwenden

---> Korrelationskoeffizient nach Pearson

> (%~ X)(y; - Y)

i=1
n

r(xy) = :
S-xr -9

Eigenschaften:

Werte zwischen -1.0 und +1.0

Annahmen:
-linearer Zusammenhang zwischen x und y
- kontinuierliche Zufallsvariablen
-beide Variablen miissen normal verteilt sein
-die Streuungen von x und y missen voneinander unabhdngig sein

Korrelation 2

Bestimmtheitsmal:
Quadrat des Korrelationskoeffizienten

wird zur Gltebeurteilung von linearen Modellen verwendet

Tipp fir die Praxis:

Die Standardformel des Korrelationskoeffizenten ist umstandlich und
rechenaufwandig. Fur den Einsatz im Computer eignet sich eine andere
Formel besser (siehe Teach/Me)

Ubung:
Schatzen des Korrelationskoeffizienten
[GrundStat: PEARCORR] Direktlink:
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Korrelation 3
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Korrelation =

-MaR fir lineare
Zusammenhange

-empfindlich auf
Ausreiler

Beispiele:

[GrundStat: CORREX]
Direktlink:

Parameter der Geraden
y=k*x +d

so bestimmen, dass die

Gerade den Zusammenhang

“optimal” wiedergibt.

Was heiBt “optimal™?

==> einfachstes Modell ist eine Gerade

Regression 1

Linearer Zusammenhang zwischen unabhdngiger und abhangiger Variable
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Regression 2

Regression kann als Optimierungsproblem aufgefasst
werden: Gerade so legen, dass Summe der Abstdnde (rote
Linien) minimal wird.
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[GrundStat: REGOPTI]
Direktlink: —— 7T
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Residuen

Residuen (sing. Residuum) sind die “Restwerte”, also die Differenzen der y-
Werte zwischen Regressionsgerade und den Messwerten:
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Annahmen und Voraussetzungen

Der erwartete Zusammenhang zwischen X und Y ist linear

Unterscheidung zwischen linearen, krummlinigen (kurvilinearen) und nicht
linearen Zusammenhangen.

Alle Messungen sind voneinander unabhangig

Jeder Trend uber die Zeit oder eine gemeinsame Korrelation mit einer
dritten Variablen miissen vermieden werden.

Fir jedes X sind die Y-Werte normal verteilt.

In der Praxis oft schwer zu uberpriifen (geringe Zahl an Messwerten)

Fiur jedes X hat die Y-Verteilung dieselbe Varianz

Regression arbeitet nur mit homoskedastischen Daten korrekt

Analyse der Residuen

Die Analyse der Residuen ist ein einfaches und effizientes Mittel die Regression
zu Uberprifen:

Residuen miissen

-um Null symmetrisch verteilt sein
-eine Normalverteilung bilden

-unabhdngig vom Wert der unabhangigen Variable
(meist x) sein

DirektLink:
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Skedastizitat

Skedastizitat gibt das Verhalten der Streuung in Abhdngigkeit von der
unabhdngigen Variablen an. Zwei Falle:

homoskedastisch: die Streuung ist konstant

heteroskedastisch: die Streuung dndert sich mit der Signalamplitude

Skedastizitat kann anhand des Residuen-Plots erkannt werden

[GrundStat: SCEDAST] Direktlink:

Hebeleffekt
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Zuverlassigkeit - 1

Zuverlassigkeit von Regressionsmodellen:

hdangt ab von den Residuen, der Zahl der Messwerte und (bei multivariaten
Modellen) von der Zahl der Variablen.

Bei simpler linearer Regression wird meist das BestimmtheitsmaR (engl.
coefficient of determination, auch goodness of fit) herangezogen.

Idee: Die Verkleinerung des Modellfehlers (=Residuen) bei Einbeziehung der
unabhdngigen Variable (siehe nachste Seite)

BestimmtheitsmalR r?

Bei simpler linearer Regression ist r2 gleich dem Quadrat des Korrealtions-
koeffizienten zwischen unabhangiger und abhangiger Variable.

Bereich: 0.0 <=r2<=1.0

Zuverlassigkeit - 2
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Zuverlassigkeit - 3
Ist die Steigung k der Regressionsgeraden ungleich null?

Die Antwort auf diese Frage gibt ebenfalls einen Hinweis auf die Zuverlassigkeit
eines Regressionsmodells, da fiir den Fall, dass k sich signifikant von null
unterscheidet die gefundene Regressionsgleichung kein Zufallsergebnis mehr
sein kann.

Zur Uberpriifung verwendet man den F-Test aus der ANOVA (analysis of
variances). Ubersteigt der F-Wert die kritische Grenze, so wird die
Nullhypothese k=0 verworfen (das Modell ist also giiltig).

Ursprung der | Freiheits- Summe der tittelwert der

“ariationen grade CQuadrate Quadratsurmme Fiiert
Regression 1 SSreg = Zi¥-¥F¥ | MSreg=SSreg MSreg/MSres
Residuen n-2 SSres = Z(Yi-7)% | MSes=SSmms /n-2

Gesamt r-1 SSiot= S(Yi-T)

n = Zahl der Messwerte

Zuverlassigkeit - 4

Szenario:

BestimmtheitsmaR nahe 1.0
F-Wert weit iber 1000

Kann eine solche Regression "falsch” sein ?

Ja! Wenn die Anforderung an die Prazision der Kalibration sehr hoch sind.

Klassisches Beispiel: Eichung eines Massenspektrometers

hier sind die Anforderungen an die Prdzision so hoch, dass auch bei
unbrauchbarer Kalibration sich ein BestimmtheitsmaR von > 0.9999 ergibt

Grund: die Abweichungen von der Modellkurve sind zwar klein im Vergleich
zum Kalibrationsbereich, aber (zu) groR im Vergleich zu den Anforderungen an
die Prazision und Genauigkeit -—--> Residuenplot ansehen!!
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Konfidenzintervall

Eonfidenzintersall
fiir zukiinftige Werte

Regressionsgerade

konfidenzintersall
des Mittelwers

gibt den Vertrauensbereich der Regression an

2 Intervalle:

1. Konfidenzintervall des
Mittelwerts

2. Konfidenzintervall fiir
geschatzte Werte

Das zweite Intervall ist fur
die Praxis wichtig und ist
immer deutlich groRer als
das erste.
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